Лабораторная работа №3
Дискретные линейные системы  с постоянными параметрами и их описание во временной области

Цель работы: изучить основные свойства дискретных линейных систем  с постоянными параметрами (ЛПП-систем), способы описания их во временной области, получить навыки вычисления линейной свертки и решения разностных уравнений в системе MATLAB.

1. Основные теоретические сведения

1.1. Дискретные линейные системы  с постоянными параметрами (инвариантные к сдвигу)

Система определяется математически как однозначное преобразование или оператор, отображающий входную последовательность х(n) (вход) в выходную y(n) (выход), что математически записывается в виде y(n) = Т[х(n)], а графически часто изображается так, как показано на рис. 1.
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Рис. 1. Представление преобразования, отображающего входную последовательность х(n) в выходную последовательность y(n).

Классы дискретных систем определяются путем наложения ограничений на преобразование Т[ ]. Широко используется класс линейных инвариантных относительно сдвига систем, потому что они сравнительно просты в математическом описании и дают удобный вид обработки сигналов. 
Класс линейных систем определяется справедливостью для них принципа суперпозиции. Если y1(n) и y2(n) - отклики на х1(п) и х2(п) соответственно, то система линейна тогда и только тогда, когда
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(1.1)

для произвольных постоянных а и b. Мы видели, что произвольная последовательность х(n) может быть представлена в виде задержанной и взвешенной суммы единичных импульсов
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(1.2)
 Это представление вместе с (1.1) предполагает, что линейная система может быть полностью охарактеризована откликом на единичный импульс — импульсной характеристикой. А именно, пусть hk(n) — отклик системы на ((п—k) т.е. единичный импульс в момент n=k. Тогда из  (1.2) следует, что
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С учетом  (1.1)  можно записать
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(1.3)

Таким образом, согласно (1.3) реакцию системы можно выразить через отклики на ((п—k). Если накладывается только одно условие — линейность, то hk(n) будет зависеть как от п, так и от k, и в этом случае польза от выражения (1.3) для вычислений невелика. Более полезный результат получится, если мы наложим дополнительное ограничение, состоящее в инвариантности к сдвигу.
Класс инвариантных к сдвигу систем характеризуется следующим свойством: если y(n) —отклик на х(n), то у(п—k) будет откликом на х(п—k), где k — положительное или отрицательное целое число. Когда индекс п связывается со временем, свойству инвариантности к сдвигу соответствует свойство инвариантности во времени. Поэтому такие системы в дальнейшем будем называть дискретными линейными системами с постоянными во времени параметрами (ЛПП-системы). Из свойства инвариантности к сдвигу следует, что если h(n)—отклик на ((n), то откликом на ((n—k) будет просто h(n—k). Поэтому (1.3) принимает вид
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(1.4)

Значит, любая инвариантная к сдвигу система полностью характеризуется импульсной характеристикой h(n). Выражение (1.4) обычно называется сверткой. Если y(n) —последовательность, значения которой связаны со значениями двух последовательностей h(n) и х(n) выражением (1.4), то мы говорим, что y(n) есть свертка х(n) с h(n), и обозначаем y(n) = х(n)*h(n). Заменяя переменную в (1.4), получим другое выражение
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(1.5)

Поэтому порядок, в котором две последовательности входят в свертку, не важен. Другими словами, линейная инвариантная к сдвигу система со входом х(n) и импульсной характеристикой h(n) будет иметь тот же выход, что и линейная инвариантная к сдвигу система со входом h(n) и импульсной характеристикой х(n).
Две линейные инвариантные к сдвигу системы, включенные каскадно, образуют линейную инвариантную к сдвигу систему с импульсной характеристикой, равной свертке импульсных характеристик исходных систем. Так как порядок в свертке не важен, то импульсная характеристика составной системы не зависит от порядка, в котором включены исходные системы. Это свойство иллюстрируется рис. 2., где изображены три системы, имеющие одинаковые импульсные характеристики. 
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Рис. 2. Три линейные инвариантные к сдвигу системы с одинаковыми импульсными характеристиками.
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Рис. 3. Параллельное включение линейных инвариантных к сдвигу систем и эквивалентная система.

Из (1.4) и (1.5) следует, что две инвариантные к сдвигу системы, включенные параллельно, эквивалентны одной системе с импульсной характеристикой, равной сумме импульсных характеристик исходных систем. Это свойство иллюстрируется рис. 3.
Хотя выражение свертки в виде суммы аналогично интегралу свертки в теории линейных аналоговых систем, следует подчеркнуть, что свертку в виде суммы не следует понимать как приближение к интегралу свертки. В противоположность интегралу свертки, играющему в основном теоретическую роль в применении к аналоговым линейным системам, свертка в виде суммы вдобавок к своей теоретической значимости может использоваться для реализации дискретной системы. Поэтому важно глубже понять свойства свертки и получить опыт в применении ее для вычислений.
Пример.   Рассмотрим   систему   с импульсной      характеристикой   
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или,   что   то   же, h(n)= апи(п). Чтобы найти реакцию на входной сигнал х(n)=и(п)—и(п—N), заметим, что в силу (1.4) для получения n-го значения выходной последовательности нужно сформировать произведение x(k)h(n—к) и просуммировать значения получившейся последовательности.
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Рис. 4. Последовательности, входящие в свертку [h(n—k)], показаны для нескольких значений п.

Две составляющие последовательности показаны на рис. 4 как функции k, причем h(n—k) изображена для нескольких значений п. Как видно из рис. 4 при n<0 h(n—k) и x(k) не имеют ненулевых перекрывающихся выборок и, следовательно, y(n)=0 при n<0. При 0<n<N h(n—k) и x(k) имеют ненулевые перекрывающиеся выборки от k=0 до k=n, поэтому при 0(n<N-1
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при N-1(n ненулевые перекрывающиеся выборки простираются от k = 0 до k=N—1 и поэтому
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Реакция y(n) изображена на рис. 5.
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Рис. 5. Реакция системы с импульсной характеристикой h(n)=anu(n) на входной сигнал u(n)—и(п—N).
1.2. Устойчивость и физическая реализуемость

Мы видели, что требования линейности и инвариантности во времени определяют класс систем, которые представляются сверткой. Добавочные ограничения устойчивости и физической реализуемости определяют практически важный, но более узкий класс линейных инвариантных во времени систем.
Устойчивой системой назовем систему, в которой каждый ограниченный входной сигнал создает ограниченный выходной сигнал. Линейная инвариантная к сдвигу система устойчива тогда и только тогда, когда
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(1.6)

Физически реализуемая (каузальная) система — это система, у которой изменения на выходе не опережают изменения на входе, т. е. в физически реализуемой системе, если х1(п) =х2(п), п<п0, то y1(n) =y2(п), п<п0. Линейная инвариантная к сдвигу система физически реализуема тогда и только тогда, когда ее импульсная характеристика равна нулю при n<0.
Как пример устойчивости и физической реализуемости рассмотрим ЛПП-систему с импульсной характеристикой h(n)=anu(n). Так как эта импульсная характеристика равна нулю при n<0, то система физически реализуема. Чтобы определить устойчивость, мы должны вычислить сумму 
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Если |а|<1, бесконечная геометрическая прогрессия имеет сумму S = l /(l-(а(),  но    если   (а(((—ряд расходится. Следовательно, система устойчива только при |а|<1.

1.3. Линейные разностные уравнения с постоянными коэффициентами

Во многих применениях играет важную роль один подкласс класса линейных инвариантных к сдвигу систем. Это подкласс состоит из систем, для которых вход х(п) и выход у(п) удовлетворяют линейному разностному уравнению N-го порядка с постоянными коэффициентами вида
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(1.7)

Разностные уравнения при описании дискретных ЛПП-систем выполняют такую же роль, какую дифференциальные уравнения – в случае аналоговых динамических систем. Также как и линейные дифференциальные уравнения, линейные разностные уравнения описывают соотношения вход-выход ЛПП-системы лишь в неявной форме, и, чтобы найти ее реакцию на конкретный входной сигнал, их надо «решить». Разностное уравнение и входное воздействие, заданное на интервале 0(n((, позволяют получить лишь частичное описание выходного сигнала при n(0. Для системы порядка N необходимо иметь N дополнительных данных, соответствующих начальным условиям или начальному состоянию. Но в отличие от дифференциальных уравнений решение задачи с разностными уравнениями оказывается простым, если известны первые N значений выходного сигнала, поскольку всегда можно переписать уравнение (1.7) в виде рекуррентного соотношения
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(1.8)

Таким образом, зная входной сигнал и значения  y(-1), y(-2), …, y(-N), мы можем сразу же найти y(0),  далее находим y(1), зная входной сигнал и значения  y(0), y(-1), …, y(-N+1), и  т.д. 

Например, рассмотрим разностное уравнение первого порядка
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которое дает рекуррентную формулу у(п)=ау(п—1)+х(п). Чтобы получить импульсную характеристику, положим х(п)=((п) при нулевых начальных условиях т.е. y(-1) = 0. Тогда
h(n) = 0, n<0; 

h(0) = ah( —1) + 1 = 1;

h(1) = ah(0) = a;

           :
h(n)  =ah(n—1) = an.
Таким образом, h(n) = anu(n).

Как и в случае свертки, разностное уравнение не только дает теоретическое описание дискретной ЛПП-системы, но может быть также основой для реализации системы.

В общем случае дискретная ЛПП - система может иметь импульсную характеристику как конечной, так и бесконечной длительности. В силу определенных свойств цифровой обработки сигналов полезно различать эти два случая. Будем называть системы с конечной импульсной характеристикой коротко КИХ-системами (фильтрами), а системы с бесконечной импульсной характеристикой— БИХ-системами (фильтрами),. Если в (1.7) положить a(k)=0, k=1,…,N, так что
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тогда оно соответствует КИХ-системе. Действительно, сравнение с (1.5) показывает, что это разностное уравнение совпадает со сверткой и, следовательно,
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Система с конечной импульсной характеристикой всегда может быть описана разностным уравнением вида (1.7) с a(k) = 0, k = 1,…,N. 
В противоположность этому для БИХ-системы хотя бы один из коэффициентов a(k) должен быть отличен от нуля.

2. Задания и методические указания по выполнению работы

1. Предположим, что ЛПП-система имеет импульсную характеристику
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Является ли эта система устойчивой и физически реализуемой? Объясните почему?

Создайте входной сигнал
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x(n)=NNN+NNN*sin(0.4*n), 0<=n<=299.
Здесь и далее NNN – номер варианта 

Вычислите и представьте графически выходной сигнал y(n) этой системы, используя для этой цели стандартную функцию MATLAB conv, выполняющую операцию линейной свертки двух векторов ограниченной длины.

Сравните входной и выходной сигналы системы путем совместного их графического отображения и объясните, что произошло с сигналом после прохождения системы. Фильтром какого типа является данная система?

Измените порядок свертки последовательностей в системе и сравните выходные сигналы. Объясните результат сравнения.

Пропустите раздельно аддитивные компоненты x1(n)=NNN, 0<=n<=299 и 
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 входного сигнала через этот фильтр и проверьте справедливость для него принципа суперпозиции, отобразив графически сумму выходных сигналов y1(n) и y2(n) и сравнив ее с сигналом y(n).

2. Создайте вектор сигнала
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где ((n( - n- й элемент вектора белого гауссова шума. Получите шумовую часть этого сигнала, создав шумовой вектор как x2=randn(600,1). Вычислите реакцию на этот сигнал ЛПП-системы, рассмотренной в предыдущем задании №1. Отобразите графически входной и выходной сигналы и объясните как изменяется сигнал при прохождении через систему.

3. Создайте последовательность
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и сохраните ее как вектор vec0 . Вычислите свертку vec0 с самим собой и сохраните результат как vec1. Затем сверните последовательность vec1 с vec0 и сохраните результат как vec2. Вновь сверните последовательность vec2 с vec0 и сохраните результат как vec3. Наконец, сверните последовательность vec3 с vec0 и сохраните результат как vec4. Визуализируйте и сравните последовательности vec0, vec1 , vec3, vec4,используя функцию stem. Что происходит с результирующей функцией на каждом промежуточном шаге? 
4. Предположим, что аналоговый косинусоидальный сигнал с линейной частотной модуляцией (ЛЧМ - сигнал) задан соотношением
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где 
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, амплитуда  A = 1, начальная частота F0 =NNN Гц, конечная частота F1 =100Гц, t0 = 0, t1 = 1c.

Сформируйте вектор дискретного сигнала, соответствующий результату дискретизации этого сигнала с частотой дискретизации Fд =1000Гц.

Известно, что фильтр, согласованный с сигналом s(t), имеет импульсную характеристику h(t) = s(t1 - t),   и реализует на своем выходе максимальное отношение пикового значения сигнала к среднеквадратичному значению шума.

Создайте вектор импульсной характеристики дискретного фильтра, согласованного ЛЧМ-сигналом.

Вычислите выходной сигнал согласованного фильтра при подаче на вход ЛЧМ-сигнала, с которым согласован фильтр, пользуясь функцией conv и filter. 
Визуализируйте результат фильтрации и объясните как изменяется сигнал при прохождении через систему.

Сформируйте вектор дискретного сигнала, образованного суммой ЛЧМ-сигнала и белого гауссова шума с нулевым средним и единичной дисперсией.

Пропустите суммарный сигнал через фильтр, согласованный с ЛЧМ-сигналом, и визуализируйте результат фильтрации.

Измените входное отношение сигнал/шум, уменьшив его в 5 раз в сравнении с первоначальным и повторите фильтрацию согласованным фильтром. Объясните результаты обработки сигналов согласованным фильтром.

3. Требования к отчету

В отчет по работе включите тексты программ, реализующих задания,  рисунки, отображающие их выполнение, и Ваш комментарий к ним с ответами на поставленные вопросы.
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