Лабораторная работа №2
Дискретное преобразование Фурье

Цель работы: изучить основные свойства дискретного преобразования Фурье (ДПФ) и способы его реализации в системе MATLAB, в том числе быстрые алгоритмы (БПФ), научиться применять ДПФ для вычисления спектральных характеристик дискретных сигналов, частотных характеристик и выходных сигналов дискретных линейных систем  с постоянными параметрами.

1. Основные теоретические сведения

Кроме двух вариантов представлений дискретных сигналов и линейных систем с постоянными параметрами: на основе дискретного во времени преобразования Фурье (ДВПФ) в частотной области и z-преобразования в комплексной z-плоскости, для частного, но практически важного случая, когда представляемая последовательность имеет конечную длительность, т.е. имеет конечное число ненулевых значений, возможно еще одно представление в частотной области, называемое дискретным преобразованием Фурье (ДПФ), которое также является дискретной последовательностью и соответствует равноудаленным по частоте отсчетам ДВПФ. Кроме своей теоретической важности, ДПФ играет центральную роль при реализации ряда алгоритмов обработки сигналов, поскольку разработаны эффективные алгоритмы вычисления ДПФ, получившие название алгоритмов быстрого преобразования Фурье (БПФ).


Имеются различные подходы к выводу и интерпретации представления последовательности конечной длительности с помощью ДПФ. Мы используем представление, основанное на соотношении между последовательностями конечной длительности и периодическими последовательностями, и поэтому рассмотрим сначала ряды Фурье периодических последовательностей. Представление по Фурье периодических последовательностей важно само по себе, и мы используем его также для представления последовательностей конечной длины. Это делается путем создания периодической последовательности, каждый период которой совпадает с  последовательностью конечной длины. Как будет показано далее, ряд Фурье этой периодической последовательности соответствует ДПФ последовательности конечной длины.

1.1. Представление периодических последовательностей дискретным рядом Фурье

 Рассмотрим периодическую последовательность хр (п) с периодом в N отсчетов, т.е. xp(n)=xp(n+kN) для любого целого значения k. Такие последовательности не могут быть представлены z-преобразованием, т.к. не существует ни одного значения z для которого бы сходилось ее z-преобразование. Однако можно представить хр(п) рядом Фурье:
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(1.1)

т.е. суммой комплексных экспонент с частотами, кратными основной частоте 2(/N периодической последовательности: 
[image: image2.wmf].
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 В противоположность рядам Фурье непрерывных периодических функций имеется только N различных комплексных экспонент ek(n) с периодом, равным целой части основного периода N. Это является следствием того, что комплексная экспонента ek(n) периодична по k с периодом N. Так, e0(n)= eN(n),  e1(n)= eN+1(n) и т.д. и, следовательно, множество N комплексных экспонент 
[image: image3.wmf].
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определяет все различные комплексные экспоненты с частотами, кратными основной частоте 2(/N. Поэтому представление хр(п) рядом Фурье содержит только N комплексных экспонент. Множитель 1/N введен для удобства и, конечно, не влияет на характер представления. 

Чтобы выразить коэффициенты Хр (k) через хр (п), умножим обе части равенства (1.1) на 
[image: image4.wmf]rn
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где использовано соотношение
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Таким образом, коэффициенты Хр (k) в (1.1) получаются  из соотношения:
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(1.2)

Соотношения (1.1) и (1.2) образуют пару преобразований, называемых дискретным рядом Фурье (ДРФ) периодической последовательности хр (п).

Отметим, что последовательность коэффициентов ДРФ Хр (k), является периодической последовательностью с периодом N: Хр (k)= Хр (k+lN) (l-целое число).

1.2. Представление по Фурье последовательности конечной длительности – дискретное преобразование Фурье

Рассмотрим последовательность x(n) конечной длины N, для которой x(n)=0 всюду, за исключением интервала 0(n((N-1):
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(1.3)
причем последовательность хр (п) имеет период в N отсчетов, т. е. х (п) представляет собой один период периодической последовательности xp(п). z-преобразование х(п) равно
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(1.4)

Вычисляя сумму (1.4) при
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, т. е. в точке на единичной окружности с полярным углом 2(k/N, находим
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(1.5)

Сравнивая суммы (1.5) и (1.2) и учитывая, что хр(п) = х(п) на  интервале 0(n((N-1),  получаем
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Итак, коэффициенты ДРФ последовательности хр(п) равны значениям z-преобразования последовательности конечной длины х(п) в N точках, равномерно распределенных по единичной окружности. Другими словами коэффициенты ДРФ образуют последовательность отсчетов ДВПФ X(ej() последовательности x(n) в точках 
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, перепишем (1.5) в виде
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(1.6)
Еще более важный вывод состоит в том, что коэффициенты ДРФ однозначно представляют последовательность конечной длины x(n), так как по ним можно точно восстановить исходную последовательность. Используя (1.1), и, учитывая, что xp(n)=x(n) для 0(n((N-1), получим:
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(1.7)

Соотношения (1.6) и (1.7) называют соответственно прямым и обратным дискретным преобразованием Фурье (ДПФ) последовательности x(n) конечной длины. Таким образом, ДПФ и ДРФ – это по сути дела одни и те же преобразования, используемые для представления как последовательности конечной длины N, так и ее периодического продолжения с периодом N на всю числовую ось. 

Поскольку ДПФ однозначно представляет последовательность конечной длины, появляется возможность найти ее z-преобразование через коэффициенты ДПФ этой последовательности. Из соотношений (1.4) и (1.7) получаем
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(1.8)

Равенство (1.8) показывает, что z-преобразование последовательности непосредственно связано с коэффициентами ее ДПФ. Для точек на единичной окружности равенство (1.8) принимает вид
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(1.9)

Следовательно, с помощью формулы (1.9) по коэффициентам ДПФ последовательности конечной длины можно найти ее непрерывный частотный  спектр.
Представление конечных последовательностей с помощью ДПФ удобно также для получения значений преобразования Фурье в L-точках (L(N), равномерно распределенных по единичной окружности. 

Рассмотрим конечную последовательность х(п), 0(п( N-1 с преобразованием Фурье
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Вычисляя X (еj() на частотах (= (2(/L)k, k=0, 1, .., L — 1, получим
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(1.10)
Введем новую  последовательность х(п) длины L точек (L >N):
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и найдем ее  L-точечное ДПФ:
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(1.11)

Сравнивая (1.10) и (1.11), получим
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(1.12)

 Таким образом, простое дополнение последовательности х(п) конечной длины N нулевыми отсчетами до длины L(N с последующим вычислением L- точечного ДПФ позволяет получать отсчеты ДВПФ для совокупности точек, равномерно распределенных по единичной окружности, с частотным интервалом (2(/L), т.е. при L>>1 сколь угодно малым. При спектральном анализе конечных последовательностей эта несложная операция является одной из наиболее полезных.

2. Задания и методические указания по выполнению работы

1. Создайте в MATLAB программу, вычисляющую ДПФ 
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 дискретного сигнала конечной длины x(n), n = 0,…, N –1.

Используя эту программу, вычислите ДПФ прямоугольного импульсного сигнала заданного преподавателем
с а) N =16, б) N =32, в) N =64, г) N =128, д) N =256. Найдите (в единицах измерения аналоговых частот, Гц) частотный шаг между соседними точками ДПФ для случаев а) – д). Отобразите графически модули полученных комплексных ДПФ функций (амплитудные спектры), используя stem представление. 

Объясните, что происходит с амплитудными спектрами при введении все большего числа нулевых отсчетов в последовательность x(n) (дополнение  ее нулями).

2. Используйте стандартную MATLAB функцию fft, реализующую быстрый алгоритм вычисления ДПФ (быстрое преобразование Фурье - БПФ), для оценки модулей комплексных ДПФ функций (амплитудно-частотные спектров) последовательностей, соответствующих случаям а) – д) задания №1. Сравните результаты прямого вычисления ДПФ, выполненного в задании №1, и результаты вычисления БПФ для каждого случая.

3. Создайте сигнал конечной длительности
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где f1 = 0.2,  f2 = 0.25 с различным числом отсчетов: а) M = 5, б) M = 10, в) M = 20, г) M = 40, д) M = 80.

Используя стандартную MATLAB программу fft, получите N -точечное ДПФ этого сигнала  при  N =1024. Перед вычислением БПФ исходная последовательность должна быть дополнена N-M нулями для формирования N -точечной входной последовательности. При использовании функции fft(x,N) в форме, содержащей параметр N – объем БПФ, дополнение нулями вектора сигнала до размера N выполняется автоматически. Отобразите графически модули полученных комплексных ДПФ функций для случаев а) - д). Объясните эволюцию амплитудно-частотных спектров при изменении длительности сигнала от а) до д).

4. Вычислите ДПФ дискретного ЛЧМ сигнала, полученного из аналогового сигнала
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где 
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, амплитуда  A = NNN, начальная частота F0 =10Гц, конечная частота F1 =100Гц, t0 = 0, t1 = 1c., взятием отсчетов с частотой дискретизации Fд =1000Гц.

Отобразите графически амплитудно-частотный и фазо-частотный спектры сигнала в диапазоне частот f((0…500) Гц. Объясните полученные результаты.

3. Требования к отчету

В отчет по работе включите тексты программ, реализующих задания,  рисунки, отображающие их выполнение, и Ваш комментарий к ним с ответами на поставленные вопросы.
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